[image: ]雅礼中学2024届高三综合自主测试（4月）
数 学
注意事项：
1.答卷前，考生务将自己的姓名､准考证号填写在答题卡上.
2.回答选择题时，选出每小题答案后，用铅笔把答题卡上对应题目的答案标号涂黑.如需改动，用橡皮擦干净后，再选涂其他答案标号.回答非选择题时，将答案写在答题卡上.写在本试卷上无效.
3.考试结束后，将本试卷和答题卡一并交回.
一､选择题（本题共8小题，每小题5分，共40分.在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题目要求的）

1.设集合，则（    ）




A.    B.    C.    D.



2.已知复数满足，则在复平面内对应的点位于（    ）
A.第一象限    B.第二象限
C.第三象限    D.第四象限

3.椭圆的长轴长为6，则该椭圆的离心率为（    ）




A.    B.    C.    D.


4.传说国际象棋发明于古印度，为了奖赏发明者，古印度国王让发明者自己提出要求，发明者希望国王让人在他发明的国际象棋棋盘上放些麦粒，规则为：第一个格子放一粒，第二个格子放两粒，第三个格子放四粒，第四个格子放八粒......依此规律，放满棋盘的64个格子所需小麦的总重量大约为（    ）吨.（麦子大约20000粒，）




A.    B.    C.    D.


5.已知，则实数的大小关系为（    ）


A.    B.


C.    D.

6.除以5的余数是（    ）
A.1    B.2    C.3    D.4








7.在等比数列中，，若，且的前项和为，则满足的最小正整数的值为（    ）
A.5    B.6    C.7    D.8




[bookmark: MTBlankEqn]8.已知函数，数列满足，则（    ）
A.0    B.1    C.675    D.2023
二､多选题（本题共3小题，每小题6分，共18分.在每小题给出的选项中，有多项符合题目要求.全部选对的得6分，部分选对的得部分分，有选错的得0分）

9.函数的图象可以是（    ）
A.[image: ]    B.[image: ]
C.[image: ]    D.[image: ]






10.已知函数在上可导且，其导函数满足，对于函数，下列结论正确的是（    ）


A.函数在上为增函数

B.-1是函数的极小值点

C.函数必有2个零点

D.





11.如图，圆柱内有一个内切球，这个球的直径恰好与圆柱的高相等，分别为圆柱上､下底面的圆心，为球心，为底面圆的一条直径，若球的半径为，则（    ）
[image: ]

A.球与圆柱的体积之比为

B.四面体CDEF体积的取值范围为


C.平面截得球的截面面积的最小值为



D.若为球面和圆柱侧面的交线上一点，则的取值范围为
三､填空题（本题共3小题，每小题5分，共15分）


12.已知，则__________.


13.随着城市经济的发展，早高峰问题越发严重，上班族需要选择合理的出行方式.某公司员工小明上班出行方式有自驾､坐公交车､骑共享单车三种，某天早上他选择自驾､坐公交车､骑共享单车的概率分别为，而他自驾､坐公交车､骑共享单车迟到的概率分别为，则小明这一天迟到的概率为__________；若小明这一天迟到了，则他这天是自驾上班的概率为__________.







14.已知定义在上的函数是偶函数，当时，，若关于的方程有且仅有6个不同的实数根，则实数的取值范围是__________.
四､解答题（本题共5小题，共77分.解答应写出文字说明､证明过程或演算步骤.）





15.（13分）记为数列的前项和，若，.

（1）求；




（2）若，求数列的前项和.









16.（15分）如图，在三棱锥中，平面平面，为等边三角形，D，E分别为，的中点，，，.
[image: xkw-qbm:https://qbm-images.oss-cn-hangzhou.aliyuncs.com/QBM/editorImg/2023/5/1/4b392b56-6f6c-4840-87df-82f11729b25d.png]


（1）求证：平面；





（2）在线段上是否存在点F，使得平面与平面的夹角为，若存在，求出的长；若不存在，请说明理由.
17.（15分）某高校“植物营养学专业”学生将鸡冠花的株高增量作为研究对象，观察长效肥和缓释肥对农作物影响情况.其中长效肥､缓释肥､未施肥三种处理下的鸡冠花分别对应1，2，3三组.观察一段时间后，分别从1，2，3三组随机抽取40株鸡冠花作为样本，得到相应的株高增量数据整理如下表.
	株高增量（单位：厘米）
	

	

	

	


	第1组鸡冠花株数
	9
	20
	9
	2

	第2组鸡冠花株数
	4
	16
	16
	4

	第3组鸡冠花株数
	13
	12
	13
	2


假设用频率估计概率，且所有鸡冠花生长情况相互独立.

（1）从第1组所有鸡冠花中随机选取1株，估计株高增量为厘米的概率；




（2）分别从第1组，第2组，第3组的所有鸡冠花中各随机选取1株，记这3株鸡冠花中恰有株的株高增量为厘米，求的分布列和数学期望；










（3）用“”表示第组鸡冠花的株高增量为，“”表示第组鸡冠花的株高增量为厘米，，直接写出方差，，的大小关系.（结论不要求证明）




18.（17分）已知双曲线的方程为，虚轴长为2，点在上.

（1）求双曲线的方程；







（2）过原点的直线与交于两点，已知直线和直线的斜率存在，证明：直线和直线的斜率之积为定值；







（3）过点的直线交双曲线于两点，直线与轴的交点分别为，求证：的中点为定点.





19.（17分）已知函数（），为的导函数，.



（1）若，求在上的最大值；







（2）设，，其中.若直线的斜率为，且，求实数的取值范围.




















雅礼中学2024届高三综合自主测试（4月）
数学参考答案
一､选择题（本题共8小题，每小题5分，共40分）
1.D

【解析】因为，




所以且，所以错，错，

，C错，

，D对，
故选：D.
2.C


【解析】由，得，

则复平面内对应的点位于第三象限.
故选：C
3.B



【解析】因为椭圆的长轴长为6，所以椭圆的焦点在轴上，且，

所以该椭圆的离心率为.故选B.
4.C

【解析】64个格子放满麦粒共需，


麦子大约20000粒，1吨麦子大约粒，

，

，
故选：C.
5.D


【解析】令，其在上单调递减，

又，

由零点存在性定理得，


则在上单调递减，


画出与的函数图象，
[image: ]

可以得到，




又在上单调递减，画出与的函数图象，
[image: ]

可以看出，



因为，故，故，


因为，故，


由得，.

综上，.
故选：D.
6.D

【解析】，


由此可知除以5的余数即为除以5的余数，
故所求余数为4.故选D.
7.B


【解析】由可得，





故，设的公比为，则，即，

故，

则.


由于时，，


故随着的增大而增大，

而，


故满足的最小正整数的值为6.
故选：B.
8.B



【解析】的定义域为，且，


故为上的奇函数.

而




因在上为增函数，在为增函数，


故为上的增函数.



又即为，故，


因为，故为周期数列且周期为3.

因为，

所以.
故选：B.
二､多选题（本题共3小题，每小题6分，共18分）
9.BC


【解析】由函数解析式可知，是不变号零点，是变号零点，




对于，变号零点是0，则，则，不成立，故不符合题意；


对于，变号零点小于0，不变号零点为0，则，



此时，当，当，


当时，，满足图象，故B符合题意；



对于，当时，，




当时，，当时，，满足图象，故C符合题意；



对于D，，当时，，与图象不符，故D不符合题意.故选BC.
10.BD

【解析】，




当时，，故在上为增函数；




当时，，故在上为减函数，


故-1是函数的极小值点，错误，B正确.




若，则有1个零点，若，则没有零点，C错误.


在上为增函数，


则，即，

化简得，D正确.故选BD.
11.AD


【解析】对于，球的体积为，


圆柱的体积为，则球与圆柱的体积之比为，A正确；





对于，设为点到平面的距离，，



而平面经过线段的中点，


四面体的体积错误；



对于C，过作于，如图，
[image: ]


而，则，

又，





于是，设截面圆的半径为，球心到平面的距离为，


则，又，


则平面截球的截面圆的面积错误；



对于D，令经过点的圆柱的母线与下底面圆的公共点为，连接，




当与都不重合时，设，则，


当与之一重合时，上式也成立，

因此，

则，

令，

则，


而，即，


因此，解得，


所以的取值范围为，D正确.故选AD.
三､填空题（本题共3小题，每小题5分，共15分）
12.1



【解析】由，得，即，

则，

即，

所以.


13.；


【解析】由题意设事件表示“自驾”，事件表示“坐公交车”，


事件表示“骑共享单车”，事件表示“迟到”，


则..
解法一：小明迟到了，由贝叶斯公式得

他自驾去上班的概率是.

解法二：在迟到的条件下，他自驾去上班的概率.

14.

【解析】由题意可知，函数的图象如图所示，根据函数图象，



函数在上单调递增，在上单调递减，
[image: ]


故当时取得最大值2，当时取得最小值0，


直线是该图象的渐近线.令，



则关于的方程可写成，

此时关于的方程应该有两个不相等的实数根，

设为方程的两个实数根，
显然，有以下两种情况符合题意：



①当时，，则；



②当时，，则.


综上可知，实数的取值范围是
四､解答题（本题共6小题，共70分）


15.（1）由题设，则，


又，故是首项为3，公差为2的等差数列，


所以，则.

（2）由（1）得，

所以.



16.（1）为等边三角形，D为中点，


，






又，，，平面，



平面，



平面，


，


取中点G，连接，


为等边三角形，


，









平面平面，平面平面，平面.



平面，


，






与相交，，平面，



平面；

[image: xkw-qbm:https://qbm-images.oss-cn-hangzhou.aliyuncs.com/QBM/editorImg/2023/5/1/aa89ca9a-8e53-4de1-aec8-8e3518f83bb9.png]




（2）以为坐标原点，，所在直线为x轴，y轴，过C且与平行的直线为z轴，
建立如图所示的空间直角坐标系，则





，，，，，


设，则


，，


设平面的一个法向量为，


则，所以，


取，可得，



为平面的一个法向量，


取平面的一个法向量为，

则，


解得，此时，






在线段上存在点F使得平面与平面的夹角为，且.
[image: xkw-qbm:https://qbm-images.oss-cn-hangzhou.aliyuncs.com/QBM/editorImg/2023/5/1/16ba7242-9b56-4c9e-8864-f24f851b321a.png]


17.（1）设事件为“从第1组所有鸡冠花中随机选取1株，株高增量为厘米”，

根据题中数据，第1组所有鸡冠花中，有20株鸡冠花增量为厘米，


所以估计为；


（2）设事件为“从第2组所有鸡冠花中随机选取1株，株高增量为厘米”，


设事件为“从第3组所有鸡冠花中随机选取1株，株高增量为厘米”，




根据题中数据，估计为，估计为，

根据题意，随机变量的所有可能取值为0，1，2.3，且

；

；

；

，

则的分布列为：
	

	0
	1
	2
	3

	

	

	

	

	




所以.

（3）
理由如下：


，所以；


，所以；


，所以；

所以.


18.（1）因为虚轴长，所以.


又因为点在双曲线上，所以，

解得.


故双曲线的方程为.
（2）证明：如下图所示：
[image: xkw-qbm:https://qbm-images.oss-cn-hangzhou.aliyuncs.com/QBM/2024/2/24/3439970129788928/3445870303526912/EXPLANATION/3641d4e7cbf54abdb73b0d3d22bcf33d.png]


设，则

所以




因为在双曲线上，所以，可得；

于是，



所以直线和直线的斜率之积为定值，定值是.



（3）证明：设，直线的方程为，如下图所示：
[image: xkw-qbm:https://qbm-images.oss-cn-hangzhou.aliyuncs.com/QBM/2024/2/24/3439970129788928/3445870303526912/EXPLANATION/e0cc4960395c485a941b705060fe24b2.png]



联立，消去整理可得①

则

所以②

③





直线的方程为，令，得点的横坐标为；


同理可得点的横坐标为；

所以






将①②③式代入上式，并化简得到




所以的中点的横坐标为，


故的中点是定点.



19.（1）解：若，可得，则，

即，

可得，




当时，，所以在上单调递增，



又由，所以，即，


所以函数在上单调递减，



所以，即函数的最大值为.


（2）解：由，可得，

因为，


所以对任意且，

都有，


因为，可得，

则，



对任意且，令，


则




对于恒成立，

由


则对于恒成立，

记，

可得，





①若，则，在单调递增，所以，符合题意；


②若，则，




当时，，在单调递减；




当时，，在单调递增，


所以，当时，，不符合题意（舍去），



[bookmark: _GoBack]综上可得，，即实数的取值范围为.
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