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2024 年天津市八所重点学校高三毕业班联考

数学试卷 评分标准
一．选择题：本题共 9 小题，每小题 5 分，共 45 分．

1. B 2． B 3．C 4. A 5.C 6.D 7. A 8． A 9.B
二．填空题：本大题共 6 小题，每小题 5 分，共 30 分．试题中包含 2 个空的，答对 1 个空的

得 3 分，全部答对的得 5 分．

10. 2 11. 10 12．± 3， ± 3
3
（四个答案写出其中一个即可）

13．正，0.99 14． 3，
21
2

15． −∞, 0] ∪ 2
3

, + ∞ ∪ 1
�3

三.解答题(本大题 5 小题，共 75 分．解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤．)

16. （本小题满分 14 分）

（1） 解：

法一：

由 0cos22  Cabc ，根据正弦定理有 0cossin2sin2sin  CABC ， ..............1分

因为 )sin(sin CAB  ，所以

0cossin2sincos2cossin2sincossin2)sin(2sin  CACACACCACAC

整理得 0sincos2sin  CAC ， ..............2分

因为 0sin C ，所以
2
1cos A 因为 ),0( A ，所以

3


A ..............4分

法二：

由 0cos22  Cabc ，根据余弦定理有 0
2

22
222





ab
cbaabc ..............1分

整理得 02 2222  cbabbc ，即 bcacb  222 .............2分

2
1

22
cos

222





bc
bc

bc
acbA ，因为 ),0( A ，所以

3


A . .............4分

（2）因为 3a  ,c = 6
2

,由（1）知
3


A

（ⅰ）由正弦定理
C
c

A
a

sinsin
 ，

Csin
2
6

2
3
3
 ，

4
6sin  C ..............5分

又因为 ac  ，所以 C 为锐角，
4
10cos  C ..............6分
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所以
4
15cossin22sin  CCC ，

4
1sin212cos 2  CC ..............8分

所以
8

315
2
3

4
1

2
1

4
15sin2coscos2sin)2sin( 

 ACACAC .......10分

（ⅱ）法一：由 0cos22  Cabc ，将 3a  ，c = 6
2
，

4
10cos C 代入，

解得
4

306 
b ， ..............12分

16
15333

4
6

4
3063

2
1sin

2
1 




  CabS ABC ..............14分

法二： )sin(sin ACB 

8
306

2
3

4
10

2
1

4
6sincoscossinsin 

 ACACB ..............12分

.
16

15333
8

306
2
63

2
1sin

2
1 




  BacS ABC ..............14分

17. （本小题满分 15 分）

（1）证明：法一：

取CD的中点M，连接 EM

因为 AB∥CD， AB＝
1
2
CD，所以 AB∥DM ，且 AB =DM ,

所以四边形 ADMB为平行四边形，所以 AD∥ BM ，且 AD = BM ， ..............2分

又因为四边形 ADEF为正方形，

所以 EF ∥ BM ，且 EF = BM ，所以四边形 FEMB为平行四边形， ..............3分

所以 BF ∥EM，又因为 CDEBF 面 ， CDEEM 面 ..............4分

所以 BF ∥平面 CDE.

法二：

因为 AB∥CD， CDEAB 面 ， CDECD 面 ，

所以 AB∥平面 CDE， ..............2分

同理， AF ∥平面 CDE，又 AB∩ AF ＝A，所以平面 ABF∥平面 CDE， .............3分

因为 BF⊂平面 ABF， ..............4分

所以 BF∥平面 CDE.
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(2)因为平面 ADEF⊥平面 ABCD，平面 ADEF∩平面 ABCD＝AD，CD⊥AD，

CD⊂平面 ABCD，

所以 CD⊥平面 ADEF，又 DE⊂平面 ADEF，

故 CD⊥ED.

而四边形 ADEF是正方形，所以 AD⊥DE，

又 CD⊥AD，以 D 为原点，DA，DC，DE所在直线分

别 为 x 轴 、 y 轴 、 z 轴 ， 建 立 空 间 直 角 坐 标 系

Dxyz ...............5分

AD＝1，则 D(0,0,0)，A(1,0,0)，B(1,1,0)，F(1,0,1)，C(0，2,0)，E(0，0,1)，P(0，1,
2
1 )

)
2
1,1,0(DP ..............6分

设平面 BDF的法向量为 n＝(x，y，z)，

则
n·DB→＝0，

n·DF→＝0，
即

x＋y＝0，

x＋z＝0，

令 x＝1，则 y＝z＝－1，所以 n＝(1，－1，－1)． ............8分

设直线 DP与平面 BDF所成角的大小为， ..............9分

则 sin＝|cos〈DP，n〉|＝
nDP

nDP



 ＝ 15
5

..............11分

所以直线 DP与平面 BDF所成角的正弦值为
15
5

.(设角或答话写一个即可)

(3)取平面 CDE的一个法向量DA→＝(1,0,0)， ..............12分

设平面 BDF与平面 CDE夹角的大小为θ， ..............13分

则 cosθ＝|cos〈DA→，n〉|＝
nDA

nDA



 ＝ 3
3

...............15分

所以平面 BDF与平面 CDE夹角的余弦值是
3
3
.(设角或答话写一个即可)

P

x

z

y

{#{QQABZYQEggggQBIAARgCUQVICgEQkAECCIoOBAAIoAAAQRFABCA=}#}



数学答案 第 4 页 共 10 页

18.（本小题满分 15 分）

解：(1)由题意可得� − � = 1
4

·2�

∴ 2� = 3� ……1 分

椭圆的离心率为� = �
�

= 2
3

……2分

(2)

(i)由(1)可知�2 = 9
4

�2,�2 = 5
4

�2

∴ �( −
3
2

�, 0)

设椭圆方程为
4�2

9�2 + 4�2

5�2 = 1 ……3分

法一：

由题意可知直线 PQ 的斜率显然不为 0
设直线 PQ 方程为：� = �� + �,�(�1, �1),�(�2, �2)

联立
20�2 + 36�2 = 45�2

� = �� + � ，

消去�整理得(20�2 + 36)�2 + 40��� − 25�2 = 0 ……4分
由题意知 0 恒成立

则�1 + �2 = −10��
5�2+9

，�1�2 = −25�2

20�2+36
……5分

则S△APQ = 1
2

AF2 · �1 − �2 = 1
2

· 5
2

�· �1 + �2
2 − 4�1�2 = 5

4
�2· 15 �2+1

5�2+9
……6分

令� = �2 + 1，则� ≥ 1

∴ S△APQ = 75
4

�2· �
5�2+4

= 75
4

�2· 1

5�+4
�

，因为
t

ty 45  在  ,1 上单调递增，

当� = 1 时，S△APQ有最大值

S△APQ ���
=

75
4

�2·
1

5 + 4
=

25
3

∴ �2 = 4 ……8分
∴ � = 2, � = 3,b= 5

椭圆方程为：
�2

9
+ �2

5
= 1 ……9分

法二：当直线 PQ的斜率存在时，由题知， 0k

此时，设 PQ： )( cxky 

联立






)(
453620 222

cxky
cyx ，得 0453672)3620( 222222  cckcxkxk ……4 分
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设 ),(),,( 2211 yxQyxP ，由题意知 0 恒成立

2

2

21 3620
72

k
ckxx


 ， 2

222

21 3620
4536
k
cckxx




 ……5分

21212 2
5

2
1

2
1 kxkxcyyAFS APQ  21

2
21 4)(

4
5 xxxxkc 

2

2
2

2

222
2

2

2

95
1

4
75

3620
45364)

3620
72(

4
5

k
kkc

k
cck

k
ckkc











 )0(
95

11

4
75

2

2
2 




 k

k

kc

……6分

令 111 2 
k

t ，

t
t

c
t
tc

t
tcS APQ 45

1
4

75
454

75
9)1(54

75 2

2

2

2

2








 

因为
t

ty 45  在  ,1 上单调递增，

)1(945  t
t

t ，
12
25

9
1

4
75

45

1
4

75 222 cc

t
t

cS APQ 


  ……7 分

当直线 PQ的斜率不存在时，此时 PQ： cx  ，代入 1
5
4

9
4

2

2

2

2


c
y

c
x

中，

得
3
5cPQ  ， 2

2 12
25

3
5

2
5

2
1

2
1 cccPQAFS APQ   ， ……8分

所以 APQ 面积的最大值为 4
3
25

12
25 22  cc ，

椭圆方程为 1
59

22


yx
……9分

(ii)法一：由（i）知�( − 3,0)，�2(2,0)

∴ ��� = �1
�1+3

，��� = �2
�2+3

∴ 直线��的方程为：� = �1
�1+3

·(� + 3)，直线��的方程为：� = �2
�2+3

·(� + 3)

∴ �( 3
4

, 15�1

4(�1+3)
)，�( 3

4
, 15�2

4(�2+3)
) ……11 分
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∴ �2�������� = ( − 5
4

, 15�1
4(�1+3)

)，�2������� = ( − 5
4

, 15�2
4(�2+3)

) ……12 分

由� =2，得�1 + �2 = −20�
5�2+9

，�1�2 = −25
5�2+9

，� = �� + 2

∴ �2�������� ·�2������� =
25
16

+
225
16

·
�1�2

(�1 + 3)(�2 + 3)

=
25
16

+
225
16

·
�1�2

(��1 + 5)(��2 + 5)

=
25
16

+
225
16

·
�1�2

�2�1�2 + 5�(�1 + �2) + 25

=
25
16

+
225
16

·
�1�2

�2· −25
5�2 + 9

+ 5�· −20�
5�2 + 9

+ 25

= 25
16

+ 225
16

· − 1
9

= 0 ……14 分

∴ �2� ⊥ �2�
∴以 MN 为直径的圆恒过右焦点. ……15 分

法二：由（i）知�( − 3,0)，�2(2,0)

当直线 PQ的斜率不存在时，有 )
3
5,2(),

3
5,2( QP

直线 1
3
1:  xyAP ，令

4
3

x ，得 )
4
5,

4
3(M ，同理 )

4
5,

4
3( N

此时 0
4
5,

4
5

4
5,

4
5

22 





 






 NFMF ……10 分

当直线 PQ的斜率存在时， )2(  xky

∴ ��� = �1
�1+3

，��� = �2
�2+3

∴ 直线��的方程为：� = �1
�1+3

·(� + 3)，直线��的方程为：� = �2
�2+3

·(� + 3)

∴ �( 3
4

, 15�1
4(�1+3)

)，�( 3
4

, 15�2
4(�2+3)

) ……11 分

∴ �2�������� = ( − 5
4

, 15�1
4(�1+3)

)，�2������� = ( − 5
4

, 15�2
4(�2+3)

) ……12 分
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由� =2， 2

2

21 95
36

k
kxx


 ， 2

2

21 95
4536
k

kxx





∴ �2�������� ·�2������� = 25
16

+ 225
16

· �1�2

(�1+3)(�2+3) )3)(3(
)2)(2(

16
225

16
25

21

21
2





xx
xxk

9)(3
]4)(2[

16
225

16
25

2121

2121
2





xxxx
xxxxk

9
95

363
95
4536

]4
95

362
95
4536[

16
225

16
25

2

2

2

2

2

2

2

2
2

















k
k

k
k

k
k

k
kk

222

2222

81451084536
]3620724536[

16
225

16
25

kkk
kkkk




 0
225
25

16
225

16
25

2

2


k
k

……14 分

∴ �2� ⊥ �2�
∴以 MN 为直径的圆恒过右焦点. ……15 分

19.（本小题满分 15 分）

解：(1)设数列 na 首项 21 a 公比  0qq ，设数列  nb 首项 11 b 公差 d





















dbqa

qaqa

ba

aa

3

4
,

4

11

2
1

4
1

42

35
 ， ……1分

  1,2,2  dqq 舍

nba n
n

n  .2 ……3 分

(2)      24
2
14

2
24

2
34

2
8

2
7

2
6

2
5

2
4

2
3

2
2

2
14 nnnnn bbbbbbbbbbbbT  

        44142434 22222
4

2
14

2
24

2
34   nnnnbbbb nnnn ……4 分

 
n

n

nn
n

nn
a
bT

nT
2

24
2

24
4









， ， ……6 分

集合
 







 


 Nnnnn n ,

2
2 ，设

 
nn

nnD
2

2


    
1

2

11 2
3

2
2

2
31










 nnnnn
nnnnnDD ，所以当 ……7 分

 43212 2,1 DDDnDDn 时，当时， .
32
35

2
3

8
152

2
3

54321  DDDDD ，，，， ，因为

{#{QQABZYQEggggQBIAARgCUQVICgEQkAECCIoOBAAIoAAAQRFABCA=}#}
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集合有 4 个元素， .
2
3

32
35

 ……8 分

(3)   为奇数，

为偶数，

n

nn

nn
nn

C

n

n

n




















2

22
14

2
， nn CCCCS 23212  

设 n
nn nCCCCA 2642
2642 22262422  

  22264 2222224224  nn
n nnA  ……9 分

  22
24

222864 22
41

42228222222283  



 n

n
nn

n nnA  …10 分

2222
22

22
3
2

3
822

3
22

3
328 









 


 nn

n
nn

222
9
2

3
2

9
8 






  n

n nA所以， ………11 分

当 n为奇数时，
    22

1
2

1
22

24
22

14
222 















 nnnn
nn

nn
nnC

nnnnn ……13 分

2
1

122
1

2
1

122
1

122
1

52
1

32
1

32
1

2
1

12

121253312531


















































n

nn
CCCCB

n

nnnn 

……14 分

122
2 4

9
2

3
2

18
25

2
12

9
2

3
2

9
8  






 






  nn

nnn nnBAS ……15 分

20.（本小题满分 16 分）

解：（1） 1a 时， xxeexf xx ln)(  ，
x

xexf x 1)('  ……1 分

1)1('  ef ， ……2 分

又 0)1( f ……3 分

所以切线方程为： exey  1)1( ……4 分
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（2）（ⅰ）当 ea  时，
 ( ) ln 1 exf x a x x  

，

2e( ) e
x

xa a xf x x
x x

     
，……5 分

令
2( ) e ( 0)xg x a x x    ，

2( ) e ( 2 ) 0xg x x x     ， ……6 分

则 ( )g x 在 (0, ) 上单调递减，

由 ea  ，得 ln 1a  ，
2ln 1a  ，则

21 ln 0a  ，

又 (1) e 0g a   ，
 2 2ln(ln ) e ln 1 ln 0ag a a a a a     

， ……8分

由零点存在性定理可知，存在唯一 )ln,1(1 ax  使 0)( 1 xg ，即 02
1

1  xea x
，……9 分

当 ),0( 1xx 时， ( ) 0g x  ， ( ) 0f x  ， ( )f x 在 ),0( 1x 上单调递增，

当 )( 1  ，xx 时， ( ) 0g x  ， ( ) 0f x  ， ( )f x 在 )( 1 ，x 上单调递减， ……10 分

则 ( )f x 在 1xx  处取得极大值，即 ( )f x 存在唯一的极值点 1x .

（ⅱ）由（ⅰ）可知， 02
1

1  xea x ，即 1
2
1

xe
x
a

 ，①

由 10 xx  ，且 )ln,1(1 ax  ，得 10 x ，

由 0)( 0 xf ，得 0)1(ln 0
00  xexxa ， 0

1
ln

0

0 xe
x

xa



，②

②式除以①式，得
1

ln

0

0
2
110




x
xxe xx ， ……11 分

先证 )1(,1ln  xxx ，

令 1ln)(  xxx ， 0111)(' 



x
x

x
x ， )(x 在 )1( ， 上单调递减，

所以 0)1()(  x ，

所以 10 x 时， 1ln0 00  xx 则 1
1

ln

0

0 
x
x

，

则 2
1

0

0
2
1

1
ln

10 x
x

xxe xx 


 ， 110 ln2 xxx  ， ……12 分
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要证明
12
35

1

1
2
1

0 



x
xxx ，等价于证明 1

1

1
2
1

10 12
35 x

x
xxxx 



 ，

等价于证明 )1(3)12)(( 2
1110  xxxx

由 110 ln2 xxx  ，且 012 1 x ，有 )12(ln2)12)(( 11110  xxxxx ……13 分

法一：设 )1()1(
2
1ln)(  x

x
xxxh ， ，

0
2

)1(
2

12
2
1

2
11)( 2

2

2

2

2
' 







x
x

x
xx

xx
xh

)(xh 在 )1( ， 上单调递减，所以 0)1()(  hxh ……14 分

所以，当 11 x 时，有
1

11
1ln2
x

xx  ，所以 )12)(1()12(ln2)12)(( 1
1

111110  x
x

xxxxxx ，

……15 分

又 0)1()1(11)1(3)12)(1(
1

2
1

1
1

1
2
1

2
11

1
1 




x
xx

x
xxxx

x
x ，

得
)1(3)12)(1( 2

11
1

1  xx
x

x
， ……16 分

故 )1(3)12)(( 2
1110  xxxx 成立. 证毕

法二：设 )1(,
12
13ln2)(

2





 x
x
xxxt ，则 ……14 分

2

23

2

2
'

)12(
132

)12(
22232)(










xx
xxx

x
xx

x
xt

0
)12(

3
2)

3
1(3)1(

2
)12(

)123)(1(2 2

2

2

2








 







xx

xx

xx
xxx

， ……15 分

得 )(xt 在 (1, ) 上单调递减，则 0)1()(  txt ，所以，当 11 x 时，得
12
13ln2

1

2
1

1 



x
xx ，则

)1(3ln2)12( 2
111  xxx ，故 )1(3)12)(( 2

1110  xxxx 成立.得证 ……16 分

{#{QQABZYQEggggQBIAARgCUQVICgEQkAECCIoOBAAIoAAAQRFABCA=}#}


