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专题12  不等式选讲
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1．【2020年高考全国Ⅰ卷文数】已知函数
[image: image2.wmf]()|31|2|1|
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．
（1）画出
[image: image3.wmf]()

yfx

=

的图像；
（2）求不等式
[image: image4.wmf]()(1)

fxfx
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的解集．
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【解析】（1）由题设知
[image: image6.wmf]1

3,,

3

1

()51,1,

3

3,1.

xx

fxxx

xx

ì

--£-

ï

ï

ï

=--<£

í

ï

ï

+>

ï

î



[image: image7.wmf]()
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的图像如图所示．
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（2）函数
[image: image9.wmf]()
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的图像向左平移1个单位长度后得到函数
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的图像．
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的图像与
[image: image13.wmf](1)
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的图像的交点坐标为
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由图像可知当且仅当
[image: image15.wmf]7
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时，
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的图像在
[image: image17.wmf](1)
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的图像上方，
故不等式
[image: image18.wmf]()(1)

fxfx
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的解集为
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．
【点睛】本题主要考查画分段函数的图象，以及利用图象解不等式，意在考查学生的数形结合能力，属于基础题．

2．【2020年高考全国Ⅱ卷文数】已知函数f(x)=|x−a2|+|x−2a+1|．

（1）当a=2时，求不等式f(x)≥4的解集；
（2）若f(x)≥4，求a的取值范围．

【解析】（1）当
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因此，不等式
[image: image22.wmf]()4

fx
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的解集为
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（2）因为
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，故当
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．所以当a≥3或a≤-1时，
[image: image28.wmf]()4
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．
当-1<a<3时，
[image: image29.wmf]222
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，
所以a的取值范围是
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【点睛】本题考查绝对值不等式的求解、利用绝对值三角不等式求解最值的问题，属于常考题型.

3．【2020年高考全国Ⅲ卷文数】设a，b，c[image: image31.png]


R， a+b+c=0，abc=1．
（1）证明：ab+bc+ca<0；
（2）用max{a，b，c}表示a，b，c中的最大值，证明：max{a，b，c}≥
[image: image32.wmf]3
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．

【解析】（1）由题设可知，a，b，c均不为零，所以
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（2）不妨设max{a，b，c}=a，因为
[image: image36.wmf]1,()

abcabc
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，所以a>0，b<0，c<0.由
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，可得
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，故
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，所以
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.
【点睛】本题主要考查了不等式的基本性质以及基本不等式的应用，属于中档题.

4．【2020年高考江苏】[选修4-5：不等式选讲]（本小题满分10分）

设
[image: image41.wmf]x
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，解不等式
[image: image42.wmf]2|1|||4
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【解析】当x>0时，原不等式可化为
[image: image43.wmf]224
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，解得
[image: image44.wmf]2
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；

当
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时，原不等式可化为
[image: image46.wmf]224
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，解得
[image: image47.wmf]10

x

-££

；

当
[image: image48.wmf]1
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时，原不等式可化为
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，解得
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综上，原不等式的解集为
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1．【2020·广东省湛江二十一中高三月考】已知函数
[image: image53.wmf]()1
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（1）解不等式
[image: image54.wmf]()(1)4

fxfx

++³

；

（2）当
[image: image55.wmf]0
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，
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时，证明：
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【答案】（1）
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；（2）证明见解析.

【解析】（1）由
[image: image59.wmf]()(1)4
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得
[image: image60.wmf]14

xx

-+³

，

当
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，所以
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当
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时，得
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，所以
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当
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，所以
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综上，此不等式的解集为：
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（2）由
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由绝对值不等式得
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又因为
[image: image74.wmf]1
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由基本不等式得：
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所以
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【点睛】本题主要考查了含绝对值的不等式的求解，以及绝对值三角不等式的应用，其中解答中熟记含绝对值不等式解法，以及合理应用绝对值三角不等式和基本不等式求最值是解答本题的关键，着重考查了分类讨论思想，考查了学生的逻辑推理与运算求解能力.

2．【2020·黑龙江省大庆实验中学高三月考】设a、b、c均为正数，

（Ⅰ）证明：
[image: image79.wmf]222
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；

（Ⅱ）若
[image: image80.wmf]1
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，证明
[image: image81.wmf]3
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【答案】（Ⅰ）见解析（Ⅱ）见解析

【解析】（Ⅰ）因为
[image: image82.wmf]a

，
[image: image83.wmf]b

，
[image: image84.wmf]c

均为正数，由重要不等式可得
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，
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，
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以上三式相加可得
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即
[image: image89.wmf]222
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；

（Ⅱ）因为
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故
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所以
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【点睛】本题考查不等式的证明，注意运用基本不等式和变形，考查推理能力，属于基础题．
3．【2020·四川省泸县第二中学高三二模】已知函数
[image: image94.wmf](
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（1）求不等式
[image: image95.wmf](
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的解集；

（2）若函数
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的最小值记为
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，
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【答案】（1）
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【解析】（1）因为
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从图可知满足不等式
[image: image105.wmf](
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的解集为
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（2）由图可知函数
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所以
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当且仅当
[image: image115.wmf](
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∴
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【点睛】本题考查解绝对值不等式以基本不等式求最值的问题，是一道中档题.

4．【2020·辽宁省高三三模】设函数
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（1）解不等式
[image: image120.wmf](
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（2）若
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，实数
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、
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满足
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【答案】（1）
[image: image127.wmf]{|1
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或
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【解析】（1）
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由
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得
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得
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（2）根据图象知：
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所求可看做点
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∴
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【点睛】本题考查了解绝对值不等式，求函数最值，意在考查学生的计算能力和综合应用能力，转化为点到直线的距离是解题的关键.

5．【2020·山西省高三其他】已知函数
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（1）求不等式
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（2）若
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恒成立，求实数
[image: image153.wmf]a

的取值范围.

【答案】（1）
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【解析】（1）由
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故不等式
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（2）若
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解得
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故实数
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的取值范围是：
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【点睛】本题考查了含有绝对值不等式的解法、含参不等式的恒成立问题，考察了数学运算技能和逻辑推理能力，转化的数学思想，属于一般题目.

6．【2020·河北省高三其他】已知函数
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（Ⅰ）求函数
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【答案】（Ⅰ）2；（Ⅱ）
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【解析】（Ⅰ）
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[image: image184.wmf](
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当
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由题意知，对任意
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即
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解得：
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即
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【点睛】本题考查根据分类讨论和单调性求函数的最值，绝对值不等式的解法，以及绝对值三角不等式的性质和根据不等式恒成立问题求参数取值范围，考查转化思想和运算能力．

7．【2020·山西省太原五中高三月考】已知函数
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（1）解不等式：
[image: image204.wmf]()5
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（2）记
[image: image205.wmf]()
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[image: image206.wmf]M

，若实数
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，
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[image: image209.wmf]22

abM

+=

，试证明：
[image: image210.wmf]22

112

213

ab

+³

++

.

【答案】（1）
[image: image211.wmf]{

}

|05

xx

££

（2）证明见解析

【解析】(1)
[image: image212.wmf]()|4||1|

fxxx

=-+-



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image213.wmf]25,4

3,14

25,1

xx

x

xx

->

ì

ï

=

í

ï

-+<

î

„„

.


[image: image214.wmf]()5

fx

Q

„

,
[image: image215.wmf]\



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image216.wmf]255

4

x

x

-

ì

í

>

î

„

或
[image: image217.wmf]14

x

„„

或
[image: image218.wmf]255

1

x

x

-+

ì

í

<

î

„

,


[image: image219.wmf]45

x

\<

„

或
[image: image220.wmf]14

x

„„

或
[image: image221.wmf]01

x

<

„

,


[image: image222.wmf]05

x

\

„„

,


[image: image223.wmf]\

不等式的解集为
[image: image224.wmf]{|05}

xx

„„

;

(2)因为
[image: image225.wmf]()|4||1||(4)(1)|3

fxxxxx

=-+-³-+-=

(当且仅当
[image: image226.wmf]14

x

££

等号成立),

所以
[image: image227.wmf]()

fx

的最小值
[image: image228.wmf]3

M

=

,即
[image: image229.wmf]22

3

ab

+=

,

所以
[image: image230.wmf](

)

(

)

22

2222

11111

21

21216

ab

abab

æö

éù

+=++++´

ç÷

ëû

++++

èø



[image: image231.wmf]22

22

121

2

216

ba

ab

æö

++

=++´

ç÷

++

èø



[image: image232.wmf]22

22

121

(22)

216

ba

ab

++

³+×´

++



[image: image233.wmf]2

3

=

(当且仅当
[image: image234.wmf]2

1

a

=

,
[image: image235.wmf]2

2

b

=

等号成立).

【点睛】本题考查了绝对值不等式的解法和利用基本不等式求最值,属于中档题.

8．【2020·河北省河北正中实验中学高三其他】已知函数
[image: image236.wmf]2

4

()|2|(0)

a

fxxxa

a

+

=+++<

，
[image: image237.wmf]()8|3|

gxx

=-+

.

（1）当
[image: image238.wmf]1

a

=-

时，求不等式
[image: image239.wmf]()11

fx

£

的解集；

（2）若关于
[image: image240.wmf]x

的不等式
[image: image241.wmf]()()

fxgx

£

的解集包含
[image: image242.wmf][2,1]

--

，求
[image: image243.wmf]a

的取值集合.

【答案】（1）
[image: image244.wmf][

]

4,7

-

；（2）
[image: image245.wmf]{

}

2

-


【解析】（1）当
[image: image246.wmf]1

a

=-

时，
[image: image247.wmf](

)

32,2

527,25

23,5

xx

fxxxx

xx

-£-

ì

ï

=-++=-<<

í

ï

-³

î

，

由
[image: image248.wmf]3211

2

x

x

-£

ì

í

£-

î

得：
[image: image249.wmf]42

x

-££-

；由
[image: image250.wmf]711

25

x

£

ì

í

-<<

î

得：
[image: image251.wmf]25

x

-<<

；由
[image: image252.wmf]2311

5

x

x

-£

ì

í

³

î

得：
[image: image253.wmf]57

x

££

，

综上所述：
[image: image254.wmf](

)

11

fx

£

的解集为
[image: image255.wmf][

]

4,7

-

.

（2）由题意可知：当
[image: image256.wmf][

]

2,1

x

Î--

时，
[image: image257.wmf]2

4

283

a

xxx

a

+

+++£-+

恒成立，

即
[image: image258.wmf]2

4

832

a

xxx

a

+

+£-+-+

恒成立，


[image: image259.wmf]0

a

<

Q

，
[image: image260.wmf]2

4

0

a

a

+

\<

，当
[image: image261.wmf][

]

2,1

x

Î--

时，
[image: image262.wmf]2

4

0

a

x

a

+

+<

，
[image: image263.wmf]30

x

+>

，
[image: image264.wmf]20

x

+³

，


[image: image265.wmf]2

4

83232

a

xxxx

a

+

\--£----=-

，
[image: image266.wmf]2

4

3

a

x

a

+

\³-

在
[image: image267.wmf][

]

2,1

--

上恒成立，


[image: image268.wmf]2

4

4

a

a

+

\³-

，又
[image: image269.wmf]0

a

<

，可解得：
[image: image270.wmf]2

a

=-

，


[image: image271.wmf]a

\

的取值集合为
[image: image272.wmf]{

}

2

-

.

【点睛】本题考查绝对值不等式的求解、恒成立问题的求解；关键是能够根据解集的子集将问题转化为在不等式在子集范围内恒成立问题的求解，进而通过分离变量将问题转化为所求变量与函数最值之间的大小关系求解问题.

9．【2020·广东省湛江二十一中高三月考】函数
[image: image273.wmf](

)

fxxaxbc

=++-+

，其中
[image: image274.wmf]0

a

>

，
[image: image275.wmf]0

b

>

，
[image: image276.wmf]0

c

>

．

（1）当
[image: image277.wmf]1

abc

===

时，求不等式
[image: image278.wmf](

)

4

fx

>

的解集；

（2）若
[image: image279.wmf](

)

fx

的最小值为3，求证：
[image: image280.wmf]222

3

bca

abc

++³

．

【答案】（1）
[image: image281.wmf]33

,,

22

æöæö

-¥-È+¥

ç÷ç÷

èøèø

．（2）见解析

【解析】（1）当
[image: image282.wmf]1

abc

===

时，不等式
[image: image283.wmf](

)

4

fx

>

，

即
[image: image284.wmf]1114

xx

++-+>

，即
[image: image285.wmf]113

xx

++->

．

当
[image: image286.wmf]1

x

³

时，化为
[image: image287.wmf]113

xx

++->

，解得
[image: image288.wmf]3

2

x

>

；

当
[image: image289.wmf]11

x

-<<

时，化为
[image: image290.wmf](

)

113

xx

+-->

，此时无解；

当
[image: image291.wmf]1

x

£-

时，化为
[image: image292.wmf](

)

(

)

113

xx

-+-->

，解得
[image: image293.wmf]3

2

x

<-

．

综上可得，不等式
[image: image294.wmf](

)

4

fx

>

的解集为：
[image: image295.wmf]33

,,

22

æöæö

-¥-È+¥

ç÷ç÷

èøèø

．

（2）由绝对值三角不等式得


[image: image296.wmf](

)

(

)

(

)

3

fxxaxbcxaxbcabc

=++-+³+--+=++=

．

由基本不等式得
[image: image297.wmf]2

2

b

ab

a

+³

，
[image: image298.wmf]2

2

c

bc

b

+³

，
[image: image299.wmf]2

2

a

ca

c

+³

，

三式相加得
[image: image300.wmf]222

222

bca

abcabc

abc

+++++³++

，

整理即得
[image: image301.wmf]222

3

bca

abc

abc

++³++=

，当且仅当
[image: image302.wmf]1

abc

===

时，等号成立．

【点睛】本题考查了解绝对值不等式，绝对值三角不等式，均值不等式，意在考查学生的计算能力和综合应用能力.

10．【2020·银川高级中学高三月考】已知
[image: image303.wmf]()|1||1|

fxxx

=-++

，不等式
[image: image304.wmf]()4

fx

<

的解集为
[image: image305.wmf]M

.

（1）求集合
[image: image306.wmf]M

；

（2）当
[image: image307.wmf],

abM

Î

时，证明：
[image: image308.wmf]2|||4|

abab

+<+

.

【答案】（1）
[image: image309.wmf](2,2)

M

=-

；（2）证明见解析.

【解析】（1）
[image: image310.wmf]21

()11211

21

xx

fxxxx

xx

-<-

ì

ï

=-++=-££

í

ï

>

î

，

所以
[image: image311.wmf]()4

fx

<

等价于


[image: image312.wmf]1

24

x

x

<-

ì

í

-<

î

或
[image: image313.wmf]11

24

x

-££

ì

í

<

î

或
[image: image314.wmf]1

24

x

x

>

ì

í

<

î

，


[image: image315.wmf]21

x

-<<-

或
[image: image316.wmf]11

x

-££

或
[image: image317.wmf]12

x

<<

，


[image: image318.wmf]22,(2,2)

xM

\-<<=-

；

（2）当
[image: image319.wmf],

abM

Î

时，即
[image: image320.wmf]22,22

ab

-<<-<<

，


[image: image321.wmf]222222

4()(4)4416

abababab

+-+=+--

Q



[image: image322.wmf]22

(4)(4)0

ab

=--<

，


[image: image323.wmf]22

4()(4),2|||4|

abababab

\+<+\+<+

.

【点睛】本题考查绝对值不等式求解、不等式的证明，分类讨论去绝对值是解题的关键，利用作差法证明不等式，属于中档题.

11．【2020·黑龙江省哈尔滨三中高三其他】已知函数
[image: image324.wmf](

)

=-++

fxxaxb

，
[image: image325.wmf](

)

0,0

ab

>>

.

（1）当
[image: image326.wmf]1

a

=

，
[image: image327.wmf]3

b

=

时，求不等式
[image: image328.wmf](

)

6

fx

<

的解集；

（2）若
[image: image329.wmf](

)

fx

的最小值为2，求证：
[image: image330.wmf]11

1

11

ab

+³

++

.

【答案】（1）
[image: image331.wmf](

)

4,2

-

；（2）证明见解析.

【解析】（1）依题意
[image: image332.wmf]136

xx

-++<

，

当
[image: image333.wmf]1

x

³

时，
[image: image334.wmf]136

xx

-++<

，解得
[image: image335.wmf]2

x

<

，即
[image: image336.wmf]12

x

£<

，

当
[image: image337.wmf]31

x

-£<

时，
[image: image338.wmf]136

xx

-++<

，解得
[image: image339.wmf]46

<

成立，即
[image: image340.wmf]31

x

-£<

，

当
[image: image341.wmf]3

x

<-

时，
[image: image342.wmf]136

xx

---<

，解得
[image: image343.wmf]4

x

>-

，即
[image: image344.wmf]43

x

-<<-

，

综上所述，不等式的解集为
[image: image345.wmf](

)

4,2

-

.

（2）
[image: image346.wmf](

)

(

)

(

)

fxxaxbxaxbabab

=-++³--+=--=+

，

所以
[image: image347.wmf]2

ab

+=



[image: image348.wmf](

)

11111111

1121

11411411

ba

ab

ababab

++

æöæö

+=++++=++³

ç÷ç÷

++++++

èøèø

.

当且仅当
[image: image349.wmf]1

ab

==

时，取等号.

【点睛】本题考查了绝对值不等式的解法、基本不等式证明不等式，属于基础题.

12．【2020·重庆高三月考】已知函数
[image: image350.wmf](

)

13

2

22

fxxax

=++-

.

（1）当
[image: image351.wmf]1

a

=-

时，解不等式
[image: image352.wmf](

)

3

fxx

£

；

（2）当
[image: image353.wmf]2

a

=

时，若关于x的不等式
[image: image354.wmf](

)

421

fxb

<-

的解集为空集，求实数b的取值范围.

【答案】（1）
[image: image355.wmf]1

{|}

2

xx

³-

；（2）
[image: image356.wmf][6,8]

-

.

【解析】（1）当
[image: image357.wmf]1

a

=-

时，不等式可化为
[image: image358.wmf]()3

fxx

£



[image: image359.wmf]1

4

13

(2)()3

22

x

xxx

ì

<-

ï

ï

í

ï

-++-£

ï

î

或
[image: image360.wmf]3

2

13

(2)()3

22

x

xxx

ì

³

ï

ï

í

ï

+--£

ï

î

  或
[image: image361.wmf]13

42

13

(2)()3

22

x

xxx

ì

-£<

ï

ï

í

ï

++-£

ï

î



[image: image362.wmf]11

24

x

\-£<-

或
[image: image363.wmf]3

2

x

³

  或
[image: image364.wmf]13

42

x

-£<


故不等式
[image: image365.wmf]()3

fxx

£

的解集为
[image: image366.wmf]1

{|}

2

xx

³-


（2）当
[image: image367.wmf]2

a

=

时，
[image: image368.wmf]117

()|2||23|(2)(23)|

222

fxxxxx

=++-³+--=


（ 当且仅当
[image: image369.wmf]13

42

x

-££

时取等号），则不等式
[image: image370.wmf]min

7

[4()]414

2

fx

=´=


因此
[image: image371.wmf]4()2|1|

fxb

<-

的解集为空集等价于
[image: image372.wmf]2|1|14

b

-£

，   解得
[image: image373.wmf]68

b

-££


故实数b的取值范围是 
[image: image374.wmf][6,8]

-


【点睛】本题考查分类讨论解含绝对值不等式、绝对值三角不等式应用，考查基本分析求解能力，属中档题.

13．【2020·四川省绵阳南山中学高三一模】已知
[image: image375.wmf]a

，
[image: image376.wmf]b

，
[image: image377.wmf]c

均为正实数，求证：

（1）
[image: image378.wmf](

)

2

()4

ababcabc

++³

；

（2）若
[image: image379.wmf]3

abc

++=

，则
[image: image380.wmf]11132

abc

+++++£

.

【答案】证明过程详见解析

【解析】(1)要证
[image: image381.wmf](

)

(

)

2

4

ababcabc

++³

，

可证
[image: image382.wmf]2222

40

abacabbcabc

+++-³

，需证
[image: image383.wmf](

)

(

)

2222

b220

acacacbbc

+-++-³

，

即证
[image: image384.wmf](

)

(

)

22

0

bacacb

-+-³

，当且仅当
[image: image385.wmf]abc

==

时，取等号，由已知，上式显然成立，

故不等式
[image: image386.wmf](

)

(

)

2

4

ababcabc

++³

成立．

(2)因为
[image: image387.wmf],,

abc

均为正实数，

由不等式的性质知
[image: image388.wmf]123

12

22

aa

a

+++

+×£=

，当且仅当
[image: image389.wmf]12

a

+=

时，取等号，


[image: image390.wmf]123

12

22

bb

b

+++

+×£=

当且仅当
[image: image391.wmf]12

b

+=

时 ，取等号，
[image: image392.wmf]123

12

22

cc

c

+++

+×£=

当且仅当
[image: image393.wmf]12

c

+=

时，取等号，

以上三式相加，得
[image: image394.wmf](

)

21116

2

abcd

abc

+++

+++++£=


所以
[image: image395.wmf]11132

abc

+++++£

，当且仅当
[image: image396.wmf]1

abc

===

时，取等号．

【点睛】本题考查了不等式的证明问题，在求解过程中可以运用基本不等式、对要证明的不等式进行化简等方法来求证，关键是要灵活运用基本不等式等方法求证结果．

14．【2020·河南省高三三模】关于x的不等式|x﹣2|＜m（m∈N*）的解集为A，且
[image: image397.wmf]3

2

∈A，
[image: image398.wmf]1

2

∉A．

（1）求m的值；

（2）设a，b，c为正实数，且a+b+c＝3m，求
[image: image399.wmf]abc

++

的最大值．

【答案】（1）m＝1；（2）最大值为3．

【解析】（1）∵
[image: image400.wmf]3

2

∈A，
[image: image401.wmf]1

2

∉A，

∴|
[image: image402.wmf]3

2

-

2|＜m，|
[image: image403.wmf]1

2

-

2|≥m，

∴
[image: image404.wmf]1

2

＜

m
[image: image405.wmf]3

2

£

，

∵m∈N*，∴m＝1；

（2）a，b，c为正实数，且a+b+c＝3，

∴
[image: image406.wmf]111

abcabc

++=×+×+×



[image: image407.wmf](

)

3

11133

3

22222

abc

abc

+++

++++

£++===

．

当且仅当a＝b＝c＝1时取等号．

∴
[image: image408.wmf]++

abc

的最大值为3．

【点睛】本题考查利用不等式的解集确定参数值，以及利用基本不等式求最值，属综合基础题.

15．【2020·宁夏回族自治区银川一中高三其他】已知
[image: image409.wmf]()|1|1

fxx

=-+

，
[image: image410.wmf](

)

(),3

123,3

fxx

Fx

xx

£

ì

=

í

->

î

.

（1）解不等式
[image: image411.wmf]()23

fxx

£+

；

（2）若方程
[image: image412.wmf]()

Fxa

=

有三个解，求实数
[image: image413.wmf]a

的取值范围.

【答案】（1）
[image: image414.wmf]1

[,)

3

-+¥

；（2）
[image: image415.wmf](1,3)

.

【解析】（1）不等式
[image: image416.wmf](

)

23

fxx

£+

，即为
[image: image417.wmf]1123

xx

-+£+

.

当
[image: image418.wmf]1

x

³

时，即化为
[image: image419.wmf]1123

xx

-+£+

，得
[image: image420.wmf]3

x

³-

，
此时不等式的解集为
[image: image421.wmf]1

x

³

，
当
[image: image422.wmf]1

x

<

时，即化为
[image: image423.wmf](

)

1123

xx

--+£+
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【点睛】绝对值不等式的解法：

法一：利用绝对值不等式的几何意义求解，体现了数形结合的思想；

法二：利用“零点分段法”求解，体现了分类讨论的思想；

法三：通过构造函数，利用函数的图象求解，体现了函数与方程的思想． 
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